
応用統計学 Vol. 42, No. 1 (2013), 11–21 研究ノート

線形な変化係数における信頼区間の精密化
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要 旨 経時データにおける回帰モデルにおいて，時間 tとともに変化する共変量
の効果 β(t)は変化係数とよばれている．変化係数の推定は，カーネル平滑化の要領
で，固定した時点周辺の近傍データに対して局所的な回帰を繰り返すことで推定さ
れ，その信頼区間も固定した各点毎に構築されるのが一般的であった．近年，Satoh

and Yanagihara (2010)は，変化係数の関数形を線形に限定することで，t ∈ Rで
の同時信頼区間を提案した．本稿では，信頼区間を構築する領域を観測時点の範囲
といった有限区間 t ∈ [a, b]に限定することで，より精密な同時信頼区間の構築法を
提案する．

1. は じ め に

回帰分析において，時間とともに変化する回帰係数は変化係数とよばれ，Hastie and Tibshirani
(1993) らによって提案された．横軸に時間 tをとれば，変化係数 β(t)は説明変数の効果を表す
曲線として容易に視覚化できる．その推定は一般的には時間軸に沿った平滑化によって行われる

(例えば，Hoover et al. 1998; Satoh and Ohtaki 2006; Tonda et al. 2011)．すなわち，固定
された時間近傍毎のデータを用いて重回帰を繰り返し行い，得られた回帰係数を時間軸に沿って

並べることで推定する．しかし，この方法では各点毎の信頼区間しか構成できず，関数としての

変化係数曲線全体を包含する同時信頼区間を構成することは困難であった．そこで，Satoh and
Yanagihara (2010)は成長曲線モデルにおいて変化係数を線形な基底x(t) = (x1(t), . . . , xq(t))′

で記述できる関数族 β(t) = θ′x(t)で考えた．例えば，多項式なら x(t) = (1, t, . . . , tq−1)′ であ
る．このように線形な変化係数に限定することで，Satoh and Yanagihara (2010)はRao (1973)
で示された多変量解析の理論を利用して，t ∈ Rでの変化係数の同時信頼区間を構成することを

提案した．

線形な変化係数における未知母数 θ は，共変量と基底 x(t)との交互作用として容易に推定可
能である．簡単な例として，説明変数 aの回帰係数が時間 tとともに変化する変化係数 β(t)とか
け，回帰モデルに β(t)aという項が存在する場合を考える．変化係数の関数形が時間について直
線と仮定すると，基底 x(t) = (1, t)′ を用いて β(t) = θ′x(t) = θ1 + θ2tとかける．したがって，

β(t)a = θa + θ2(ta)となり，交互作用項を考えることに等しい．ゆえに，線形な変化係数は後述
する重回帰モデル以外のより一般的な回帰モデルでも適用可能であり，汎用性が高い．佐藤・柳

原・加茂 (2009)では，Liang and Zeger (1986)の提案した一般化推定方程式の枠組みを利用し，
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離散値の経時データにおける変化係数の推測へ適用した．また，冨田・佐藤・柳原 (2010)では，
空間上の位置によって変化する回帰係数を変化係数曲面として取り上げ，地理的加重回帰 (例え
ば，Fotheringham et al. 2002)と対比させながら線形な変化係数の推測を提案した．実データ
解析への応用として，冨田ら (2011)はがん死亡数の経時データに対して時系列解析で使われる系
列相関構造を導入しがん死亡数の変動要因の経時変化を変化係数により記述した．冨田ら (2010,
2012)および Tonda et al. (2012)では，コックス回帰 (1972, 1975)に位置によって変化する変
化係数曲面を導入し，広島原爆被曝者コホートデータに対して，被爆時所在地により変化するハ

ザード比に基づきリスク地図の推定を行った．また，加茂・冨田・佐藤 (2011)は，観測年毎の年
齢階級別死亡数のデータからがんの死亡率を年齢–時代空間上で変化する曲面として視覚化するこ
とを試みた．

本稿では，線形な変化係数 β(t)の時間 tの関数としての同時信頼区間を構築する領域を有限区

間 t ∈ [a, b]に限定することで，同時信頼区間の構築法について考える．回帰モデルにおける有限
区間での同時信頼区間については，重回帰モデルの枠組みで Liu (2010)が詳しくまとめており，
Liu et al. (2007)が重回帰モデルの比較に対するシミュレーションに基づく同時信頼区間の構築
法，加藤・栗木 (2012)が 2次多項式回帰モデルの正値性検定についてチューブ法に基づく方法を
提案している．本稿では，多重比較法 (例えば，Bretz, Hothorn and Westfall 2011)を応用する
ことで，より簡便で汎用的な構築法を提案する．以下，2節では，Satoh and Yanagihara (2010)
で提案された線形な変化係数の信頼区間の構築法と対比させて，本稿で提案する信頼区間の構築

法について論じる．3節では，Satoh and Yanagihara (2010)と同じデータを用いて，統計ソフ
ト R（R Core Team 2012）での実行例と合わせて 2節で示した信頼区間の比較を行い，提案法の
有効性について調べる．4節では，3節の解析例に関連した数値実験を行う．

2. 変化係数の信頼区間

線形な変化係数 β(t) = θ′x(t) に対して未知母数ベクトル θ = (θ1, . . . , θq)′ の推定量 θ̂ の

漸近分布が θ̂ ∼ Nq(θ, Ω) として得られているとき，変化係数 β(t) の推定量とその漸近分布は
β̂(t) = θ̂′x(t) ∼ N(β(t), λ2(t))で与えられる．ただし，λ(t) =

√
x(t)′Ωx(t)である．ここでは，

Ωの推定量を Ω̂とし変化係数 β(t)に関する 100(1 − α)%信頼区間，

I1−α(t|uα) =
[
β̂(t) − uαλ̂(t), β̂(t) + uαλ̂(t)

]
, λ̂(t) =

√
x(t)′Ω̂x(t) (1)

の構築法について考える．uα は信頼区間 I1−α(t|uα)の被覆確率 Pr (β(t) ∈ I1−α(t|uα))を決め
る閾値である．β̂(t)の漸近正規性から，標準正規分布の上側 100α%点 qα を用いて uα = qα/2

とすることで，時点 tを固定した時の被覆確率が Pr
(
β(t) ∈ I1−α(t|qα/2)

)
≈ 1 − α を満たす各

点毎の信頼区間 I1−α(t|qα/2)が構築される．
Satoh and Yanagihara (2010)はRao (1973)の多変量解析の理論を用いて，変化係数のWald

型統計量の上限を与える不等式，

sup
t∈R

{
β̂(t) − β(t)

λ(t)

}2

= sup
t∈R

{
x(t)′

(
θ̂ − θ

)}2

x(t)′Ωx(t)
≤ sup

x∈Rq

{
x′

(
θ̂ − θ

)}2

x′Ωx

=
(
θ̂ − θ

)′
Ω−1

(
θ̂ − θ

)
� χ2

q , (2)
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を導出し，自由度 qの χ2 分布の上側 100α%点 cq,α を用いて uα = √
cq,α とすることで，t ∈ R

における被覆確率が Pr
(
β(t) ∈ I1−α(t|√cq,α)

)
≥ 1 − α を満たす同時信頼区間 I1−α(t|√cq,α)

を構築した．

本稿では，同時信頼区間を構築するために有限区間 t ∈ [a, b]における被覆確率が Pr(β(t) ∈
I1−α(t|uα)) = 1 − α を満たす変化係数 β(t)の同時信頼区間を考える．そのためには，

Pr(T ≤ uα) = 1 − α, T = sup
t∈[a,b]

|T (t)|, T (t) =
β̂(t) − β(t)

λ(t)
, (3)

を満たす閾値 uαを求める必要があるが，一般にこのような uαを求めることは困難である．そこ

で，ここでは，区間 [a, b]をK 個の時点に離散化した時点の集合，

IK(a, b) = {tk, k = 1, · · · , K|a = t1 < t2 < · · · < tK = b}， (4)

における T (t)の値 Tk = T (tk) (k = 1, . . . , K)を用いて，T を次式で近似する．

T ≈ Tmax = max
t∈IK(a,b)

|T (t)| = max {|T1|, |T2|, . . . , |TK |} . (5)

K が十分大きい時，Tmax は T のよい近似となる．このとき，

Pr(Tmax ≤ uα) = 1 − α ⇔ Pr (|T1| ≤ uα, . . . , |TK | ≤ uα) = 1 − α (6)

が成り立つ．また，t = (T1, . . . , TK)′ は漸近的に多変量正規分布，

t = (T1, . . . , TK)′ � NK(0, R), (7)

に従う．ここで，R = DCΩC ′D, C = (x(t1), . . . , x(tK))′, D = diag(λ(t1), . . . , λ(tK))−1

である．したがって，式 (1) における閾値 uα は上の多変量正規分布から近似的に求まる．今，

ΦK(x|R) = Pr(−x ≤ t1 ≤ x, . . . ,−x ≤ tK ≤ x|R)と定義すると，ΦK(x|R)は多変量正規密度
のK 次元の多重積分

ΦK(x|R) =
1

|R|1/2(2π)K/2

∫ x

−x

· · ·
∫ x

−x

e−
1
2 t′R−1tdt, (8)

で表される．したがって，ΦK(xα|R) = 1 − α を満たす xα を用いて uα = xα とすることで，

t ∈ [a, b]における被覆確率がPr (β(t) ∈ I1−α(t|xα)) ≈ 1−α を満たす同時信頼区間 I1−α(t|xα)
が構築される．

多変量正規分布における多重積分の計算法については，Genz and Bretz (2009)が詳しく，Genz
(1992, 1993) および Genz and Bretz (2002) のアルゴリズムに基づく方法が統計ソフト R の
mvtnormパッケージ (Hothorn, Bretz and Genz 2001)で提供されており，1000次元までの計
算に対応している．

3. 適 用 例

ここでは，Satoh and Yanagihara (2010)の解析例で用いられた 2つの経時データを用いて，
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変化係数の信頼区間：(1) 各点毎の信頼区間 I1−α(t|qα/2)，(2) t ∈ R における同時信頼区間

I1−α(t|√cq,α)，(3) t ∈ [a, b]における同時信頼区間 I1−α(t|xα)，の比較を行い，提案法の有効
性について検証する．

3.1. 少年・少女の下顎枝の成長データ

このデータは Potthoff and Roy (1964)に掲載された少年 16人および少女 11人の下顎枝の長
さ (mm)の成長データ（8歳から 14歳まで 2年間隔で計 4回測定）である．Rでは nlme パッケー
ジに Orthodontとして格納されており，distanceが下顎枝の長さ，ageが測定時年齢，Subject
が個体識別番号，Sexが性別である．以下，Rのスクリプトによる実行例と合わせて説明する．

> library(nlme); data(Orthodont)
> levels(Orthodont$Sex) <- c("M","F"); Orthodont$Sex <- relevel(Orthodont$Sex, ref = "F");
> head(Orthodont)
Grouped Data: distance ~ age | Subject

distance age Subject Sex
1 26.0 8 M01 M
2 25.0 10 M01 M
3 29.0 12 M01 M
4 31.0 14 M01 M
5 21.5 8 M02 M
6 22.5 10 M02 M

年齢 tにおける下顎枝の長さを y(t)とし，aを性別（女性なら a = 0，男性なら a = 1）を表す
変数とする．このとき，期待値 E[y(t)]が変化係数 β(t) = (β1(t), β2(t))′ を用いて，

E[y(t)] = a′β(t) = β1(t) + β2(t)a, βj(t) = θ′
jx(t), (9)

と記述されているとする．ただし，a = (1, a)′である．このとき，β1(t)は女性の下顎枝の経時変化
を表す変化係数，β2(t)は性差の経時変化を表す変化係数である．Satoh and Yanagihara (2010)
は変化係数の関数形に放物線を仮定し基底をx(t) = (1, t, t2)′とし，未知母数 θj = (θj1, θj2, θj3)′

(j = 1, 2)の推定には個体毎の測定年齢間の相関を考慮した変量効果モデル (例えば，Laird and
Ware 1982)を利用した．Rでは nlmeパッケージの lme関数で実行可能であり，fixef関数と vcov
関数により θ̂と Ω = Cov(θ̂)の推定値が得られる．式 (9)に基づく適合曲線（太線）および観測値
の折れ線（細線）を図 1の左図に示す．

> res <- lme(distance ~ (age + I(age^2)) * Sex, Orthodont, random = ~ age+I(age^2))
> (theta <- fixef(res))

(Intercept) age I(age^2) SexM age:SexM I(age^2):SexM
17.043181818 0.542045455 -0.002840909 5.188068182 -0.874857955 0.053622159

> (Omega <- vcov(res))
(Intercept) age I(age^2) SexM age:SexM I(age^2):SexM

(Intercept) 34.6007730 -6.38817510 0.285274321 -34.6007730 6.38817510 -0.285274321
age -6.3881751 1.20104026 -0.054103751 6.3881751 -1.20104026 0.054103751
I(age^2) 0.2852743 -0.05410375 0.002459261 -0.2852743 0.05410375 -0.002459261
SexM -34.6007730 6.38817510 -0.285274321 58.3888044 -10.78004549 0.481400416
age:SexM 6.3881751 -1.20104026 0.054103751 -10.7800455 2.02675544 -0.091300079
I(age^2):SexM -0.2852743 0.05410375 -0.002459261 0.4814004 -0.09130008 0.004150004

測定年齢が 8歳から 14歳なので，t ∈ [8, 14]における被覆確率が 0.95である同時信頼区間を考え
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図 1. 少年・少女の下顎枝の成長データにおける適合曲線と変化係数の推定値．左図：観測値の折れ線と適合曲線，
右図：性差の経時変化を表す変化係数．

る．ここでは，区間 [8, 14]を等間隔に分割しK = 20個の時点に離散化する．これより，mvtnorm
パッケージの qmvnorm関数を用いて，同時信頼区間の閾値 x0.05 = 2.365が計算される．

> ages <- seq(8, 14, length = 20); C <- cbind(0, 0, 0, 1, ages, ages^2)
> beta <- C %*% theta; s <- sqrt(diag(C %*% Omega %*% t(C)))
> R <- diag(1/s) %*% C %*% Omega %*% t(C) %*% diag(1/s)
> library(mvtnorm)
> x95 <- qmvnorm(p = 0.95, tail = "both.tails", corr = R)$quantile
> vc <- data.frame(Estimate = beta, lwr = beta - x95 * s, upr = beta + x95 * s)

比較のため，Satoh and Yanagihara (2010)が提案した t ∈ Rでの同時信頼区間は次のスクリプ

トで計算され，その閾値は
√

c3,0.05 = 2.795である．

> c95 <- qchisq(0.95, df = 3)
> vc$g.lwr <- beta - sqrt(c95) * s; vc$g.upr <- beta + sqrt(c95) * s

また，カーネル平滑化における信頼区間と同様な，時点 tを固定した時の信頼区間は次のスクリ

プトで計算され，その閾値は q0.05/2 = 1.960である．

> q95 <- qnorm(0.975)
> vc$l.lwr <- beta - q95 * s; vc$l.upr <- beta + q95 * s

下記スクリプトを実行し，性差の経時変化を表す変化係数 β1(t)の推定値を実線で，提案法であ
る t ∈ [8, 14]における同時信頼区間 I0.95(t|2.365)を破線，Satoh and Yanagihara (2010)によ
る t ∈ Rにおける同時信頼区間 I0.95(t|2.795)を点線，時点 tを固定したときの各点毎の信頼区

間 I0.95(t|1.960)を一点鎖線で表したグラフで表す（図 1の右図）．
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> matplot(ages, vc, type = "l", lty = c(1, 2, 2, 3, 3, 4, 4), lwd = 2, col=1)
> abline(h = 0, lty = 4)
> legend("topleft", lty = c(2, 3, 4), lwd = 4, legend = c("Proposed","S&Y(2010)","Pointwise"))

図 1の右図より，提案法による同時信頼区間は Satoh and Yanagihara (2010)よりも狭い領域で
あり，より精度の高い信頼区間が得られ，提案法の有効性が確認された．また，各点毎の信頼区

間は 2つの同時信頼区間に比べて狭くなっていることに注意されたい．

3.2. マウスの体重データ

次に，Watanabe et al. (1996)による放射線に被曝した父親を持つ子供の体重の経時データ
（124匹，測定回数のべ 1,232回，一匹平均 9.9回）で考える．月齢 tにおけるマウスの体重の対

数値を y(t) とし，a1 を性別（雌なら a1 = 0，雄なら a1 = 1），a2 を父親の被曝線量（中性子

線: 0, 50, 100, 200cGy）とし，a = (1, a1, a2)′ とする．このとき，期待値 E[y(t)] が変化係数
β(t) = (β0(t), β1(t), β2(t))′ を用いて，

E[y(t)] = a′β(t) = β0(t) + β1(t)a1 + β2(t)a2, βj(t) = θ′
jx(t), (10)

と記述されているとする．β0(t)は父親の被曝線量が 0cGyの雌マウスの体重の経時変化を表す変
化係数，β1(t)は性差の経時変化を表す変化係数，β2(t)は父親の被曝線量の効果の経時変化を表
す変化係数である．変化係数の関数形に放物線を仮定し基底にx(t) = (1, t, t2)′ を用い，未知母
数 θj = (θj1, θj2, θj3)′ (j = 1, 2, 3)の推定にはマウス毎の測定月齢間の相関を考慮した変量効果
モデルを利用した．前節と同様に 3通りの信頼区間について検討する．
式 (10)に基づく適合曲線（太線）およびマウス毎の観測値の折れ線（細線）を図 2の左上図に示

す．雄マウス（黒色）および雌マウス（灰色）の各 4本の曲線は，それぞれ上から父親の被曝線量が
0, 50, 100, 200cGyにおける適合曲線である．観測月齢が 2.03から 13.55なので，提案法に基づ
く信頼区間は t ∈ [2.03, 13.55]で構築した．図 2に，変化係数 β0(t)，β1(t)および β2(t)に対する
3つの信頼区間を示す．右上図が被曝線量が 0cGyの雌マウスの体重の経時変化を表す変化係数
β0(t)，左下図が性差の経時変化を表す変化係数 β1(t)，右下図が父親の被曝線量の効果の経時変
化を表す変化係数 β2(t)である．図 2より，提案法による同時信頼区間はSatoh and Yanagihara
(2010)よりも狭い領域であり，より精度の高い信頼区間が得られ，提案法の有効性が確認された．

4. 数 値 実 験

佐藤・柳原・加茂 (2009)と同様な設定で数値実験を行い，標本数を変えたときの同時信頼区
間の実際の被覆確率について調べる．簡単のため，数値実験の設定として 3.1節のデータ解析の
結果を利用することを考える．x(t) = (1, t, t2)′ とし，式 (9)における変化係数 βj(t) = θ′

jx(t)
の真のパラメータ値を θ1 = (17.043, 0.542,−0.003)′，θ2 = (5.188,−0.875, 0.054)′ とする．こ
の設定のもとで，T2 = supt∈[8,14] |T2(t)|, T2(t) = (β̂2(t) − β2(t))/λ2(t)の分布をモンテカルロ
法により求め，Satoh and Yanagihara (2010)と提案法における同時信頼区間の実際の被覆確率
Pr(T2 ≤ √

cq,α) および Pr(T2 ≤ xα)を求める．
ここでは，α = 0.05，男性と女性の標本数を nk = 10, 20, 40, 100 (k = 1, 2)，観測時点数を

p = 4, 8, 16とし，モンテカルロ法により T2 の分布を以下の手順で求める．1) 式 (9)に基づき
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図 2. マウスの体重データにおける適合曲線と変化係数の推定値．左上図：観測値の折れ線および適合曲線，右上
図：父親の被曝線量が 0cGyの雌マウスの体重の経時変化を表す変化係数，左下図：性差の経時変化を表す
変化係数，右下図：父親の被曝線量の効果の経時変化を表す変化係数．

(n1+n2)×p個の観測値の乱数を生成する，2) β̂2(t)と λ̂2(t)を求める，3) T2 = supt∈[8,14] |T2(t)|
を求める，4) 1)–3)を 10,000回繰り返し，Pr(T2 ≤ √

cq,α)と Pr(T2 ≤ xα)の値を評価する．な
お，1)における乱数生成には 3.1節の変量効果モデルを用い，観測時点は区間 [8, 14]を等間隔に
p個に分割した．表 1に，数値実験に基づく被覆確率 Pr(T2 ≤ √

cq,α)と Pr(T2 ≤ xα)の比較結
果を示す．表 1より，Satoh and Yanagihara (2010)の被覆確率はすべて 95%を超えており，標
本数が増えても改善されていない．一方，提案法は標本数が少ないと被覆確率が 95%を下回る場
合があるものの，標本数が大きい場合ではほぼ 95%に近い値となり改善されたといえる．
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表 1. 数値実験による被覆確率の比較結果

p nk Pr(T2 ≤ √
cq,α) Pr(T2 ≤ xα)

4 10 98.0 93.1

4 20 98.0 94.4

4 40 98.3 94.8

4 100 98.4 94.9

8 10 96.8 92.7

8 20 97.9 93.9

8 40 98.3 94.6

8 100 98.7 95.0

16 10 97.4 92.8

16 20 98.3 94.1

16 40 98.6 94.6

16 100 98.8 94.9
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図 3. 時点数Kによる閾値 x0.05 の変化．横軸は対数軸であり，実線が提案法で用いる閾値 x0.05，破線が Satoh
and Yanagihara (2010) で用いる閾値 √

c3,0.05，点線が各点毎の信頼区間での閾値 q0.05/2 である．

5. お わ り に

適用例および数値実験により，連続値の経時データにおける線形な変化係数 (Satoh and
Yanagihara 2010) において，本稿で提案する同時信頼区間の有効性を示した．提案法の有効
性を理論的に示すことは今後の課題である．本稿で提案した，有限区間 t ∈ [a, b]における同時信
頼区間の構築法は，線形な変化係数 β(t) = θ′x(t)における未知母数 θの推定量 θ̂の漸近正規性

Nq(θ, Ω) と共分散行列の一致推定量 Ω̂に基づいている．したがって，より一般の回帰モデルで
適用可能であり，本稿の適用例で紹介した連続値の経時データのみならず，離散値の経時データ，

空間データ，生存時間データ等に対する回帰モデルにおいても適用可能であり，汎用性は高いと

思われる．

最後に，uα の計算にあたって，K 個の時点への離散化に基づくK 次元の多変量正規分布の分
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位点で近似することの妥当性について検討する．3.1節の少年・少女の下顎枝の成長データに対
して，K の値を大きくしたときの xα の値を図 3に示す．図 3は，K の値を 4（観測時点数）から
1000 (qmvnorm関数で計算可能な次元数の上限）の範囲で x0.05の値を実線で描いたものである．

比較のため，t ∈ Rにおける同時信頼区間の閾値
√

c3,0.05 = 2.795を破線，カーネル平滑化にお
ける信頼区間と同様な時点 tを固定した時の各点毎の信頼区間の閾値 q0.05/2 = 1.960を点線で示
す．図 3より，観測時点数に比べてある程度の大きなKを用いれば近似は妥当であると思われる．
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Improvement of Confidence Interval for Linear

Varying Coefficient
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Abstract

Varying coefficient, which might be varying on time, can be used for visualizations or
interpretations of covariate effects. In general, varying coefficient is usually estimated by
kernel smoothing method, which is essentially repetition of local multiple regression for data
around the fixed time. Therefore, a pointwise confidence interval is constructed for varying
coefficient. Recently, Satoh and Yanagihara (2010) developed statistical inference for linear
varying coefficient. They proposed a simultaneous confidence interval for t ∈ R as a function
of time. In this paper, we construct a simultaneous confidence interval for finite interval of
time t ∈ [a, b] and improve an accuracy of confidence interval for varying coefficient. The
proposed method can be applied for general regression model, and can be easily implemented
by statistical software R. We compare the proposed confidence interval with that of Satoh
and Yanagihara (2010) using longitudinal data in Potthoff and Roy (1964) and Watanabe
et al. (1996).

Key words: linear varying coefficient, longitudinal data, pointwise confidence interval,
simultaneous confidence interval.
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